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Rekurze — co je to?

= Funkce (metoda) behem sveho
vykonavani zpusobi své nové vyvolani

= Primo

* Neprimo (pres jinou funkci/metodu)
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Rekurze — proc?

® Programovaci technika

= V nekterych jazycich v podstate jedina
moznost pro vyjadreni opakovani atp.
» Je stejné ,silna” jako iterace (cykly)

= /pusob uvazovani o problému
» Muze zjednodusit reseni

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze



Rekurze — kdy?

= Rekurzivni povaha problemu
» Hierarchické datove struktury
» Rekurentni definice

= Rekurzivni pristup k reseni
* Prevod na jednodussi instanci
» Rozdéleni na vice mensich podproblému
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Rekurzivni pohled

® |nstance problému (konkrétni zadani)

= K feseni pouzijeme reseni mensi instance
» Jedné (linearni rekurze)
» Vice (stromova rekurze)

" Nejjednodussi instanci vyresime
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Priklad — faktorial

*NI=1.2.3.4.....(N-1).N

= Mensi® instance
= (N-1)!

= Krok reseni
= NI'= (N-1)! . N

= Zakladni pripad (ukoncujici podminka)
= 0l =1
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Faktorial — kod

= Ukoncujici podminka
= Rekurzivni krok

int factorial (1nt n) {
1f (n < 1) return 1;

return n * factorial (n-1);
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Priklad — Fibonacciho cisla

= 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...
" F1)=F(2) = 1
= pro N>2: F(N) = F(N-2) + F(N-1)

® Rekurzivni reseni se nabizi
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Fibonacciho cisla — kod

" F1)=F(2) = 1
= pro N>2: F(N) = F(N-2) + F(N-1)

int fib(int n) {
1f (n <= 2) return 1;
return fib(n-2) + fib (n-1) ;
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Strom rekurzivniho volani
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Princip volani funkci

® |okalni promenné — systemovy zasobnik
" Prj volani funkce ulozeni na zasobnik

= Registry

= Navratova adresa

» Parametry funkce
" Pri navratu

= Odstranéni ze zasobniku

» Pfedani vysledku

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Volani funkci — demo

*nt main () {

[A]prsqr(2) ;
[B]prsqr(3) ;

}

int prsqr(int n) {
x = [c]sqr(n) ;
printf (“3sd”,x) ;

}

int sqr(int x) {

ret > [A]

return x*x;
} main
ret > E

parametry proménné 0
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Volani funkci — demo

int main() {
[Alprsqr(2) ;
[B]prsgr(3) ;

}
‘nt prsqr (int n) {
x = [C€]sqr(n);

printf (“%d”,x) ; ret >

}

int sqr(int x) {

prsqr n=2

S A
return x*x;

} main
ret > K

parametry proménné .
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Volani funkci — demo

int main() {
[A]prsqgr (2) ;
[Blprsqr(3) ;

}

int prsqr(int n) {
x = [c]sqgr(n);
printf (“%d”,x) ; ret =

}
*.nt sqgr (1int x) {

return x*x;
} main
ret > E

prsqr

S A

—
n

aramet roménné
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Volani funkci — demo

int main() {
[A]prsqr(2) ;
[Blprsqr(3);

}

int prsqr(int n) {

# x = [C]lsqgr(n) ;
printf (“3sd”,x) ;

}

rsqr
int sqr(int x) { pr=q

ret = N

return x*x;

} main
ret > K

parametry proménné s
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Volani funkci — demo

int main() {

# [Alprsqr(2) ;
[B]prsqr(3);

}

int prsqr(int n) {
x = [C]lsqgr(n) ;
printf (“3sd”,x) ;

}

int sqr(int x) {

ret > [B]

return x*x;
} main
ret > E

parametry proménné o
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Volani funkci — demo

int main() {
[Alprsqr(2) ;
[B]prsgr(3) ;

}
‘nt prsqr (int n) {
x = [C€]sqr(n);

printf (“%d”,x) ; ret >

}

int sqr(int x) {

prsqr n=3

ret > E
return x*x;

} main
ret > K

parametry proménné o
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Volani funkci — demo

int main() {
[A]prsqgr (2) ;
[Blprsqr(3) ;

}

int prsqr(int n) {
x = [c]sqgr(n);
printf (“%d”,x) ; ret =

}
*.nt sqgr (1int x) {

return x*x;
} main
ret > E

prsqr

N B |

RN
(0]

aramet roménné
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Volani funkci — demo

int main() {
[A]prsqr(2) ;
[Blprsqr(3);

}

int prsqr(int n) {

# x = [C]lsqgr(n) ;
printf (“3sd”,x) ;

}

int sqr(int x) {

return x*x;

} main
ret > K

parametry proménné o
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Volani funkci — demo

int main() {
[A]prsqr(2) ;

) (Eprsqr(3);

}

int prsqr(int n) {
x = [C]lsqgr(n) ;
printf (“%d”,x) ;

}

int sqr(int x) {
return x*x;

} main

aramet roménné
Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze p I'y p 20




Rekurze — funguje stejne

= Rekurze — pri vykonavani nic noveho

= VV/ykonava se znovu stejna funkce

= Stav ulozen na zasobniku:
= Parametry
* Promenné
= Navratové adresy

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Rekurze — demo

“nt main () {

printf (“%d\n”,
[Alfib (6)) ;
}
int fib(int n) {
int x;
if (n<=2)

return 1;
x =Blfib(n-2);
= [CIf] - .
x +=[Clfib(n-1) ; > A

return x;
} main
ret > K

parametry proménné ’s
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Rekurze — demo

int main() {
printf (“%d\n”,

[Alfib (6)) ;

}

‘nt fib(int n) {

int x;

i1f (n<=2)
return 1; ret >

x =Blfib(n-2) ; -

x +=[CIfib(n-1) ;

S A

return x;
} main
ret > K

parametry proménné ’s
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Rekurze — demo

int main() {

printf (“%d\n”,
(Alfib (6)) ;
}
‘m? fib (int n) { 5
int x;
if (n<=2) fib
return 1; e B |
x =Blfib(n-2) ; -

x +=[Cifib(n-1);
return x;

S A

} _

main
ret > K

aramet roménné
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Rekurze — demo

int main() {

printf (“%d\n”,
[Alfib (6)) ;
} fib
mEpnt £ib(int n) { @

int x.

if fib
returr@ ret > EH

x =Blfib (n-2) ; -

x +=[Cifib(n-1) ;

return x;

S A

main
ret > K

Cmp?

aramet roménné
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Rekurze — demo

int main() {

printf (“%d\n”,
[Alfib (6)) ;
}
inif fib(int n) { o >
int x;
if (n<=2) fib
return 1; e B |

) x =Eriv(n-2); | M
x +=[Cifib(n-1);
return x;

S A

} _

main
ret > K

aramet roménné
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Rekurze — demo

int main() {

printf (“%d\n”,
[Alfib (6)) ; ret >
} fib
‘nt fib (int n) { N
int x;
if (n<=2) fib
return 1; e B |
x =Blfib(n-2) ; -

x +=[Cifib(n-1);
return x;

S A

} _

main
ret > K

aramet roménné
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Rekurze — demo

int main() {
printf (“%d\n”, ile
[Alfib (6)) ; B
} fib
‘nt fib (int n) { N

int x.

if fib
returr@ ret > EH

x =Blfib (n-2) ; -

x +=[Cifib(n-1) ;

return x;

S A

main
ret > E

Cmp?

aramet roménné
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Rekurze — demo

int main() {

printf (“%d\n”,
[Alfib (6)) ; ret >
} o fib
int fib(int n) { =
int x;
if (n<=2) fib
return 1; e B |

) x =Eriv(n-2); | M
x +=[Cifib(n-1);
return x;

S A

} _

main
ret > K

aramet roménné
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Rekurze — demo

int main() {
printf (“%d\n”, fib
[Alfib(6)) ;
} fib
‘nt fib (int n) { N

int x.

if fib
returr@ ret > EH

x =Blfib (n-2) ; -

x +=[Cifib(n-1) ;

return x;

S A

main
ret > E

Cmp?

aramet roménné
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Rekurze — demo

int main() {
printf (“%d\n”,
[Alfib (6));
} o fib
:Lni? fib(int n) { =
int x;
if (n<=2) le
return 1; e B |
x = Blfib(n-2) ; -
= ] - .
»x+ [€lfib (n-1) ; s
retur
} main
Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze parametry proménné 31



Rekurze — demo

parametry proménné

int main() {
printf (“%d\n”,
[Alfib (6)) ;
}
int fib(int n) {
int x;
if (n<=2) fib
return 1; ret > B
x =Blfib(n-2) ; -
# x +=[CiEib(n-1) ; | [N
retur
} main
32
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Rekurze — demo

int main() {

printf (“%d\n”,
[Alfib (6)) ;

}

int fib(int n) {
int x;
i1f (n<=2)

return 1; ret >
) x =Eriv(n-2); | Pm
x +=[CIfib(n-1) ;

S A

return x;
} main
ret > K

parametry proménné .
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Rekurze — demo

int main() {
printf (“%d\n”,

[Alfib (6)) ;

}

‘nt fib(int n) {

int x;

if (n<=2) fib
return 1; ret >

x =Blfib (n-2) ; -

x +=[CIfib(n-1) ;

return x;

S A

} _

main
ret > K

aramet roménné
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Rekurze — demo

= . atak dale

Martin Kacer, BI-EP1



Martin

Priklad — hanojske veze

Pfesouvani disku mezi tremi trny
P0o jednom a pouze mensi na vetsi

Ukol: pfenést z A na B

B C

Kader, BI-EP1 7. Rekurze
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Hanojske veze — jak na to?

= Rekurzivne
» N-1 disku z A na C (nejvetsi disk neprekazi)
" nejvetsizAnaB
* N-1diskuzCnaB

|
E—

A B C

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 37




Hanojske veze — kod

= UkoncCovaci podminka?
» Co nejjednodussi => zadny disk!

vold hanoi (int n,
int from, int to, 1nt use) {

1f (!'n) return;
hanoi (n-1, from, use, to):;
move one(n, from, to);
hanoi (n-1, use, to, from):;
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Jak videt rekurzi?

= Kdyby byla instance problemu o malicko
mensi, umel bych reseni rozsirit”

= VVolame funkci, aby mensi instanci vyresila
(jako kdyz volame standardni funkci)

= Je lepsi si prilis nepredstavovat urovne
zanoreni a zasobnik
» (ale meli bychom znat)

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 39



Kopirovani seznamu do pole

= Na vstupu spojovy seznam
= \VVysledkem pole se stejnymi prvky

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Kopirovani seznamu do pole

= Standardni reSeni ma 2 pruchody:
1. Urceni poctu prvku
2. Kopirovani

m Rekurze:

= Pri zanorovani pocita prvky
= P¥i navratu kopiruje

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Seznam - rekurzivni krok

= Zkopirujeme zbytek seznamu do
dostatecne velkéeho pole

= Na prvni pozici pridame prvni prvek

= Potrebujeme pridat parametr
= Kolik prvku na zaCatku vynechat”

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Seznam - kod

= UkoncCovaci podminka = prazdny seznam
= Slo by to bez rekurze napsat krat$i?

int[] copyList (Node head) {
return copyRest (0, head);
}
int[] copyRest (int n, Node head) {
if (head == null)
return new int[n];
int[] res = copyRest (nt+l, head.next);
res[n] = head.number;
return res;

}
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Anagramy — zadani

" Anagram = presmycka
» Permutace pismen ve slove

=" abcd:

abcd bacd
abdc badc
acbd bcad
acdb bcda
adbc bdac

adcb

Martin Kacer, BI-EP1

7. Rekurze
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Anagramy — pomoci rekurze

= VVybereme prvni znak (postupne vsechny)
= Rekurzivne pridame permutaci zbytku

char word[100];
int used[100], wlen;
char anagram[100];

wlen = strlen (word) ;
for (1 = 0; 1 < wlen; ++1) used[i1] = 0;
generate (0) ;
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Anagramy — pomoci rekurze

vold generate(int alen) {

int 1;

1f (alen == wlen) {
printf ("$s\n", anagram);
return;

}

for (i = 0; i < wlen; ++1i) {

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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N Ny

Anagramy — rozsireni

" Co kdyz se budou pismena opakovat?
» Chceme odstranit duplicitni vysledky

=" abba:

aabb baab
abab baba
abba bbaa

= Zmenit rekurzivni krok (bez opakovani)

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Obraceni poradi prvku

= Na vstupu spojovy seznam
= \VVysledkem seznam v opacnem poradi

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 48



Grayuv kéd

= VVSechna binarni €isla, tj. 2N prvkd
= Po sobe jdouci kody se lisi jedinou Cislici

= Kod delky N:
* 0 na zacatku + kod délky N-1
* 1 na zacatku + kod délky N-1 pozpatku

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Grayuv kéd - priklad

Binary Code

0
0
0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
1
1
1
1

OO0 00O, Mk etk OO0 OO

Martin Kacer, BI-EP1
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7. Rekurze

Gray Code

I_1N_x(,)_nN_x(_n_;r\)_;(.)_tf\j_:b_al\)_;w_xm_;m_;r\)_L(,J_Lr\)_a.hchanges

ts
21

x O
o o
L]

n - bi
543

_;_;_;_;_._._._;_;_._._._._s_;_;_._._;_;_;_;_;_._._._._;_;_;_u_;changes

1Cc28
1420
1521
1723
1622
1218
1319
1117
1016
00
01
03
02
06
07
05
04
0Cc12
0D13
0F15
OE14
0Cc1l2
0B1l1l
09 9
08 8
1824
1925
1B 27
1A 26
1E 30
1F 31
1D 29
1C28

o N M N =]
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Grayuv kéd — zakédovani

" 0 na zacatku + kod delky N-1
" 1 na zacatku + kod delky N-1 pozpatku

String encode(int idx, int len) ({
if (len == 0) return "";
int cnt = 1 << len;

return (idx < cnt/2)
? "0" 4+ encode(idx, len-1)

"l" + encode(cnt-idx-1, len-1);
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Grayuv kod — dekédovani

" 0 na zacatku + kod delky N-1
" 1 na zacatku + kod delky N-1 pozpatku

int decode (String code) {

if (code.length() == 0) return O;
int rest = decode(code.substring(l)) ;
return (code.charAt(0) == '0"')

? rest

(1 << code.length()) - 1 - rest;

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 52




Grayuv kéd — nerekurzivne

unsigned binaryToGray (unsigned num) {
return num * (num >> 1);

}

unsigned grayToBinary (unsigned num) {
unsigned mask;
for (mask = num>>1; mask; mask = mask>>1)
num = num * mask;
return num;

}

unsigned grayToBinary32 (unsigned num) {
num = num * (num >> 16) ;
num = num * (num >> 8);
num = num * (num >> 4);
num = num * (num >> 2);
return num * (num >> 1);

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Rekurzivni struktury |

= Korenove stromy
= XML soubory
= Adresare na disku

void traverse (File f) {
System.out.println(f); // or do anything else
if (f.isDirectory()) {
for (String name : f.list())
traverse (new File (£, name)) ;

}
}

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 54




Rekurzivni struktury li

= VV\yhodnocovani vyrazu (priority, zavorky)

char next () {

while (pos < str.length &&
Character.isWhitespace(str[pos])) ++pos;

return (pos < str.length) ? str[pos] : O;
}

char move () {
char ch = next();
++pos;
return ch;

}

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 55




Rekurzivni struktury li

int expression() ({
int x = term() ;
while (next() == '+' || next() == '-")
if (move() == '+') x += term(); else x -= term();
return x;

}

int term() {
int x = factor();
while (next() == '*' || next() == '/"'")
if (move() == '*') x *= factor(); else x /= factor();
return x;

}

int factor () {
int x = 0;

if (next() == '(') { move(); x = expression(); move(); return x; }
while (Character.isDigit(next())) { x = x * 10 + (move() - '0'); }
return x;

}

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 56




Rekurze — na co dat pozor

= UkoncCovaci podminka
= MUSI byt vZdy pFitomna

" Misto na systemovem zasobniku
*» Je omezené, musime s tim pocitat

= Casova sloZitost!
= Nekdy nesnadné urcit

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Rekurze — operacni slozitost

® | inearni
= O(h)

= Stromova (k volani)
= O(k")

= Podrobneji viz BI-MA2

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Back-tracking (,,hruba sila“)

" /kouseni vSech moznosti

= Obvykle rekurzivné
» Zkus zacatek jedne moznosti
» PokraCuj rekurzivné vSemi moznymi zpusoby
= Vyres trivialni pripady

= Priklad: tahove hry, anagramy

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Koncova rekurze

= Co je koncova rekurze? (tail recursion)

» Rekurzivni volani je uplne posledni
(pak uz se jen vraci vysledek)

= Umoznuje efektivnejsi vykonavani
= Nevytvari novy ramec na zasobniku

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 60



Koncova rekurze — priklad

= Posledni prvek spojového seznamu

ITtem getTail (Item head) {
1f (head.next == null)
return head;
return getTail (head.next);

J

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Koncova rekurze - faktorial

= Je rekurze u faktorialu koncova?
= NENI (pak se jest& nasobi) > Ize upravit?

int factorial (1nt n) {
1f (n < 1) return 1;

return n * factorial (n-1);
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Koncova rekurze - faktorial

" Priklad prevodu na koncovou rekurzi
= Casto je tfeba novy parametr (,akumulator®)

int factorial (1nt a, 1nt n) {
1f (n < 1) return a;

return factorial (a*n, n-1);

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze 63




Koncova rekurze — vyznam

= Jak Ize vyuzit koncovou rekurzi?

® Pri volani se nemusi vytvorit novy ramec
na zasobniku
= Nahradi se soucasny

Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze
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Koncova rekurze — demo

mint factorial (int a, int n) ({
if (n < 1) return a;
return LTj:lactorial (a*n, n-1);

factorial
ret > K

aramet roménné
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Koncova rekurze — demo

int factorial (int a, int n) {
= if (n < 1) return a;
return LTj:lactorial (a*n, n-1);

factorial

ret > H

aramet roménné
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Koncova rekurze — demo

int factorial (int a, int n) {

if (n < 1) return a;
# return Yactorial (a*n, n-1);
}

factorial
S A |

factorial
ret > K

aramet roménné
Martin Kacer, BI-EP1 7. Rekurze p I'y p 67



Koncova rekurze — demo

int factorial (int a, int n) {

if (n < 1) return a;
# return Yactorial (a*n, n-1);
}

factorial
S A |

factorial
ret > K

aramet roménné
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Koncova rekurze — demo

int factorial (int a, int n) {
if (n < 1) return a;
# return Yactorial (a*n, n-1);

}

factorial

ret > H

aramet roménné
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Koncoveé volani

= Ve skutecCnosti nejde jen o rekurzi

= Jakékoli posledni volani funkce/metody
jde takto nahradit

= Nektere prekladace optimalizuji
» Zejména u funkcionalnich jazyku
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